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XXXIV. De Probkmate quodam Algelraico^ 
deque evolutione mechanica cujufdam Cur- 
vae inter infinitas hypermechanicas, que 
determinatce eequationifatisfaciunt, Auclorg 
Pio Fantoni, Mathematico Bononienfi. 
Communicated by Sir Horace Mann, His 
Majeflys Envoy at Florence. 



Readjune 25,^x111 in computationibus analyticis 
1767. y^J verfari folet, animum non modo in 
ea prafidia folet intendere, quibus problemata dedu- 
cuntur ad aequationes, fed maximam ubique exoptat 
concinnitatem, atque elegantiam, ut univerfi operis 
apparatus, conftructio, utilitafque commendentur. 
Quantum vero elaborationis, ac ftudii plerumque ad 
haec fingula requiratur, ii probe intelligunt exeellen- 
tiilimi viri, qui fe jamdudum algebrae dediderunt. 
Veruntamen fateri ultro debent, non mediocrem ali- 
quando utilitatem obtineri poffe ex hujufce potius 
quam illius methodi applicatione. Fit enim non 
raro, ut cum quaeftionem aliquam fubtili licet ingenio 
verfctus fueris, alia tandem methodus meliori au- 
fpicio fufcepta, illico tibi elargiatur clariorem ube- 
riorcmque ejufdem quaeftionis folutionem, ex qua 
multa prjeterea obtineas quae admireris. Id vero mihi 
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in fublimi pfobtemate quodam algebfaico, an bene 
feliciterque contigerk, veftro judicio, Academici 
fapienfjffimi, quod maximi facio, decernendum 
relinquo. Si interea, ut exoro, hanc meam eiucu- 
brationem fumma humanttate veftra excipietis, ea" 
deinceps utar in aliis non contemnendis rebus tum 
phyficis, tum mechanicis, ut veftra fapientia duCe, 
facilius ad quafdam naturae adhuc reconditas leges 
pervenirepoffim. 

Nunc porro velim intelligatis, me in hoc argu- 
mento analytico, de quo loquor, tria maxime prae- 
ftitifle. Frimum enim curvam quandam exploravi- 
raus fuis coordinatis ad axem, & licet lectiffimis pra- 
fidiis ufi fuerimus in feparatione indeterminatarum, 
licet inveftigationem noftram fatis ultro promotam 
confpexerimus, in sequationem tandem, ut dicunt, 
hypermechanicam irrumpere opus fuit, in eam vi- 
delicet, quae expofcit mechanicam quadraturam cur- 
varumexigentiumprimo mechanicam circuliquadratu- 
ram. Ex hac autem fere inextricabili conftruclione 
non ea certe confedlaria, qua in votis erant, erui 
efegantiffime potuiffent. Quare difficultate rei veluti 
commoti, fatis opportune curvam noftram ab axe ad 
focum deduximus, atque hoc modo univerfum illud 
optre, cujus dilucide enodandi fpem omnem antea 
demrifiraus, ed tandem feliciter perduximus, utipfum 
reGte eflet, nobifque plene fatisfaceret. At vero in 
hac fecunda problematis mei parte dum con- 
tendo, dum iliam conftanti animo defugio hy- 
permechanicam conftrudtionem, atque ad pure me- 
chanicam propero, invenio tandem in infinita cur- 
varum hypermechanicarum familia^ quas peculiari 
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cuidam aequationi fatisfaciunt, unam praeterea 
curvam opportune abfcondi, quae a fimplici quadra- 
tura circuli dependeat, quaeque nobis conftru&ionem 
plenam aptioremque impertiat, fitque femper in 
poteftate, dummodo y dentur per x, quanquam 
feparari indeterminatae nullo pa<fto ab invicem pof- 
fint. Qui rem hanc altius perfcrutari curabunt, 
non difficili labore intelligent in aequationibus na- 
turae hujus femper includi curvam fimilem noftrae 
fimili modo detegendam. Cujus fane methodi 
cognitio an utilitati & commodo Analyftis futura 
iit in hujufmodi. operofiffimis quaeftionibus folven- 
dis, non eft cur diuiturniori oratione vobis exponam. 
Properamus itaque ad rem noftram. 

P R O B L E M A. 

TAB. XIV. FlGURA PRIMA. 

Invenire curvam IMm ea proprietate donatam, 
ut ex dato puncto A ducta in tangentem MT per- 
pendiculari AG. intercepta MG fit femper aequalis 
conftanti^. 

Ex puncto conta&us M in axem AP duc perpen- 
dicularem MP, eique parallelam infinite proximam 
mp, tum excita ex pun&o M re&am Mx parailelam 
?p, dicque AP = x, Vp = Mr = dx, PM =.y, 
ms=dy, & MG=r*. Erit Mw=^ l +^. PT= 

f . TA=fc^, TM^ V^ ideoque 

ot 1 W dx* + df" 

Ka 1 XS ■ — — ~tf • 

dy 

ms 
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At propter fimilia triangula Mi.w, TGA, erit 

'Mm : Ms: : TA : TG. feu ^dxT+ty : dx : : y ~* y - 

jw** -*•«/__ unc j e f a( cj. a extremorum mediorum- 

que multiplicati one, eri t a*J dx* + dfz- ydy -\- xdx, feu 
jwgr Wf___t _y:. 

Fac autem pro feparatione indeterminatarum x=- 

J—> & confequenter </*:= — , tumque hos vaiores 

pro x, & dx fubftitue in data aequatione. Habebis 

/— == — ~-\- a - — —— ■» & f a & a differentiatione. erit 
tdy ady aydt — a 3 aV ^ <?Vf <—a*dt 

■7 + -7 « ~ fjf+-r£ » eu j~ t ,-~f~ —~~~~~~~.' 
Cum porro ex nota Bernoulii methodo lit 



*•«*+<* 
___- i-i-j, pone claritatis gratia hafce logarith- 

micas quantitates = -. Hinc habebis -? — *=_ 

^ ■» y n 

■ ~~L, ,- . Pofitis autem — — - == •_■ , atque ideo -= 
$.«* + «**_ / . * * " 

£, feu y = — > & fa&a harum quantitatum fubftituti- 

a J a 

one, obtinebis -f = — , =t > feu *& ==-—===_•• 



<rf 



pofito videlicet jam primum n = -t=s ^ . ex quo fe- 

quitur # F +'«"*+?• 

Vou LVII. A a a Sed 
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Sed quia conftituimus fuperius xz=J — , & > y=— j 

fi in hifce valoribus coordinatarum x & y fubftituas 
aequivalentes valores expreflbs dumtaxat per/ /, & dt t , 
habebia demum 



X == f^ atdt r a*dt 

J f+a^ J ** + a* 



' a*+t*i t ^V t* + a l 

Qui vero hujufmodi formulas ad conftmclionem 
revocare ftatuerit, intelliget ille quidem infinitis 
dumtaxat curvis problema noftrum plane exhauriri 

Boffe. *Atquisnondixerit f^£- x 3£,exigere. 

J t* + a z * J ^+a % 

conftanti lege in quoiibet cafu quadraturam mechanicas 
cujufdam curvae, quae ipfa primum a mechanica circuli 
quadratura dependeat ? Primo certe hujufce formulae 
adfpe£tu nemo non judicaverit problema noftrum 
hypermechanicum fore j maxime vero cum nulla 
dire&a methodo, quantum mihi conftat, compertum 
fit, hujufmodi formufes revocari pofle ad alias, quae a 
fola circuli quadratura dependeant. Quaprbpter in 
illa ego opinione adhuc effem, ut fclae hypermechanicae 
curvae aptae forent fatisfaciendo problemati noftro, fi 
quasfitam curvam ab axe non traduxifiem ad focum j 
ex quo illico certior fa&us fum, quasftiones hujufmodi, 



ralura 



* Fluens f jHJj X /** dt a fcla circuli quad 
J * x + ?b J t* + a* 

jendet & hsec eft =— — , ■ ■ ■ ; X f—r-. — r ( arc circuli, 
a z +?i a % +H / <* +* 

cujus radius e&a &; tangent f-) E. W. 

quas 
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quas ab initio dixeris implicatiffimas, feu pene Inex- 
tricabiles, (ola tandem circuli quadratura expediri 
fislieiter poffe. Quo autem modo id factum a nobis 
fueiit brevi expono. 

Figura Secunda. 

Referatur * qoasfita curva IMm ad focum A, ex quo 
du&is duabus ordinatis AM, Am minimum angulum 
continentibus, centro A, radio AM defcribatur infini- 
tefimus arcus Md, tum vocetur AM=;z, Md=dx* 
Mm=sds -, du&aque tangente MG, atque in ipfam ex 
punclo A perpendiculari AG, fiat interce pta MQ=stf, 
unde perpendkularis AG erit — ^z % —a % . 

Propter fimilia trianguja AMG, Mdm eritM/m 
md : : M A : MG j ieu ds : dk : : z : <?. ergo a«fe = ads. 

& intqgrando Aa-^as^s. — . Gonftat itaque curvam. 

qusefitam; efle re&ificabilera, eftque A quantitas 
addenda, fi opus fuerit, sequationi complendae, quam 
A demceps determinabimus. 

Erigatur interea sequatio differentialis adquadratum, 
*& orieturs5V« 4 =tfVi*=i:tfVz a +tfVAr*, obfriangu-. 
lum Mtfa m faatefim um re&angulum in d. Hanc 
ergo habebis rf—u*.d£-=2dd»?\ five d% */%* — a z 
tzz&dx, qo* eft.«quatio qnafitaB curvae relatae hoc 
modo ad focucn A. 

Multijplicetar bjec ultima aequatio per ^-; fiet 
~ *zz—aa~^ Iritegremr; habebis aB+ 

* Hujus curvae arcum, longitudinem, evolutam & radiam 
curvaturse jamdudum invenit Simpfon ; confulas enim pagin. 
151 & 163 in tractatu fuo de fluxionibus. £. W. 

jf* a a ~2t xz «^» 
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g— w "— " = f— . Cum autem — fit d<v 

2.3.« J % 2 

rnentum areae, patens eft curvam efie quadrabilem. 
B eft quantitas addenda, fi opus ea fuerit, in inte- 
gratione. 

Ut vero redigatur aequatio fuperius inventa ad arcum 
radii conftanti? , abfcinde AE =3 a> & defcribe arcum 
minimum Ee, quem voca = du. Habebis z:a::dx 

: du. ergo dx — ; quo valore fubftituto in fupe- 

riori sequatione dz^z^^—a^szzadx, haec mutabitur in 

iftam — vV— tf—du, in qua infunt variabiles fe- 

paratae. 
Ut primum membrurri ad formulas magis cognitas 

reducatur, ita aequationem difpono ^ z . z£ s=duv 

tum conftituo AG=vV -<*•=/, fa&aque fotftt- 
tutioy , orietur ■—— =.dt — £-£, = du. Fomfah 

jrjEf ut conftat, eft clementum arcus cifcularis, cujus 

radius = tf, tangens=:A 

Ultima igjtur hac aequatio ad conftru&ionem 
perducit, quae circuli quadraturam fupponit. Centro 
itaque A, radio AI = a, defcribatur dreulus ILP, 
cui fit tangens indefinita IJL Sumatur in hac taog- 
ente quaelibet IH = /, & agatur fecans AH=z; 
fume praeterea differentiam inter tangentem IH, sk 
ejus arcum IL, quae erit =#; tandem accipe arcum IL 
huic differentiae jequalem, & per pun&um E.duc AM 
= AH, pundum M erit in curva quaefifa. 

Ex 
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Ex_. hac conftru&ione f acile colligitur eurvam 
noftram incipere in pun&o I, tum ad modum fpiralis 
femper recedete a cireulo, & infinitis circumvolutioni- 
hus illum ambite. In puncto I curva tangitur a radio 
IA. Nullam addidijn mea conftruftione conftantem, 
propterea quod conftantis additio curvam non mutat.. 
Nam IE vel fit. aequalis u t vel u\- b, vel tandem u-b, 
eadem prorfus curva enafcitur. 

Nunc vero funt determinandae conftantes A, & B„ 
quae additae funt in integratione,- dum curyae re&ifi- 
cationem, & quadraturam invenimus, Quoniam 

pofito s = o, fitz=?^ aequatio Aa = as, data* 



aa 



hac hypothefi, in iftam mutabitur Aa =iyunde 

A=s:-i quapropter aequatio completa erit — ^?=s.. 

Atqui zz — aa= H. ergo — = j. 

Quod fpedat ad quadraturam, jam conftat Fore- 
aream AVNL=o, cum fit z=raSo, feu = ^iergo 

«quatio aB-^^EE^Zfl =f~, evadit in hac. 
2*3.« •* 2 

hypothefi in iftam aB=o : ergo aequatio completa efiS 

zz— aaV%%~ aa ? _ /* 2 ^ Q P A ** , -, '* 

•■ . ... = = / ■ — «. oea — =5= s ; ergo >- 

2.3.0 2-3« J % ** 6 3 

= f—*- » ideoque fpatium IAM eftutertia pars rec- 

tanguli ex AG, feu IH, & esc curva IM. 

Radium ofculi hac ratione definiemus. Dueatur 
radius AR perpendicularis redtae AG, & jungatur 
RM. Quoriiam GM, AR aequales funt, & paralfelae, 
GA, MR pariter aequales erunt, & parallelae, Ergo 

MBk 
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MR perpendicularis radio AR tanget circulum, & 
perpendicuiariter occurret curvae Mm. Eodem pror- 
fus modo ducto radio Ar normali rec"be Ag, linea mr 
erit tangens ckculi, & normalis curvae Mm r Igittjr 
curva lMm ea eft quae nafcitur ex evdlutione circuli, 
& re<3a MR = AG asquabit arcum circularem IR. 

Quoniam vero RM=AG=IH> & IH ex con- 
ftructione aequat duos arcus circuiares IE, IL, arcus 
IR aequabit duos arcus IE, IL, & dempto communi 
JL, remanebk arcus IE = LR. 

Infinitefimus fedtor RMm, qui eft elemenfum areae 

REIM aequalis eft — -. Sed ds= — = — . ergo 
RM»z=— . Et integrando area REIM== — —• 

Sed etiam area IAM fupra* imrenta eft aequalis — — , 

crgo area REIM = IAM. Et ablato ipatio communi 
IEM, remanet feclor IAE = MER, Addito autem 
fe#ore EAR fit feflor IAR = triaogulo AMR, quod 
apprime cum veritate confentit; nam cum arcus 
IR = RM, conftat fe&oremlAR aequare triangulum 
ARM, 

Curva tranfiens per omnia pundta G.g-. erit bafis, 
ex qua gignitur tractoria IM*«. Quaenam fit haec 
curva breviter videamus. Quoniam GA#, & MR« 
funt fe&ores fimiles, & AG = RM, erit G»= Mm 
.=*&. Ergo aequatio ads=ztdt, erit aequatio curvas 
quaefitae, exiftente ordinata AG=f, Gn=sd&. Ut 
autem aequatio reducatur ad arcum radii conftantis, 
vocetur T/=(/w j eritf :a::ds :4w. Ergo ads=tdw. 

Ergo 
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Ergo tdt~tdw> five </w=<//, five tandem Tr=gw, 
quae eft aequatio fpiralis Archimedeae,cujus conftru&io 
ita peragitur. 

Age radium AP, perpendicularem radio AI, & 
fumatur arcus PQ^aequalis radio j tum polo A, de- 
fcribatur fpiralis Achimedea tranfiens per pun&um Q * 
feasc ipfa erit bafis, ex qua defcribitur tracTroria IM 
prasdita tangente conftanti GM=*. 

Interea hax habe : fpiralis Archimedea eft ea curva, 
a qua tamquam bafi noftra generatur traftoria \Mm. 
Nunc fupereft animadvertere, quod fi in illa formula, 
quam vir clariff. Vincentius Riccatus methodo motus 
traclorii conftruxit in fuo commentario de ufu hujus 
motus in aequationum differentialium conftru&ione 
(ubi hanc methodum. illuftravit penhufque abfolvit) 
fi, inquam, in illa formula fupponas x & v efle coor- 
dinatas fpiralis Archimedeae, & v datas efle per x, 
quamquam indeterminatae feparari omnino nequeant, 
fiifcipiet dicta formula ex infinitis, quarum eft capax, 
unam quoque conftrudionem dependenter a noftra 
curva. Ea ex quatuor Riccatianis ibidem expofitis 
fbrmulis, qua? hypotbefi noftras convenit prima eft, 
nimtrum^ 

Fa&a ergo, ut dixi, fuppofitione, ejus x &cy efle 
coordinatas fpiraBs Archimedeae, fi infinita pun&a N 
conftrueadae cucva& tuto invenire cupias, exigit illa 
methodus, ut defcripta' traflpria IMm ope fili, feu 
tangentis coaftantis GM«?» fa<Sto ]am motu *G 
verfus Q, tumque Xumpta m axe quacumqne conftanti 
OS=£».femper ad eandem pgrten», fi per pun&um S. 

ducas 
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d u cirs p.i n» I lelam tangen ti GM, donec ; occarnft t>rd>- 
natas OG=jy iri puncto N, hoccepun&um, ut ibi 
demonftratur, eft femper in quasfira curva. Atqui 
vidimus fupra reclam RA paraUelam tangenti GM 
hujus noftrae tractorias IMm fore perpendicularem 
radio AG fpiralis Archimedeae AQG. 

Figura TerTia. 

Ergo ut habeas infmita puncla N.N. conftru- 
endae curvae, fufficit quod fumas femper in axe con- 
Iftantes PG, PG— b ad eandem plagam, tumque a 
pun&is G, G ducas in radios fpiralis AM, AM 
productos, fi opofteat, normales GN, GN, donec 
occurrant ordinatis PM, PM in N.N. Hoc modo 
obtinebis per infinita punfta curvam hac methodo 
defcribendam. Invenies itaque hujufmodi curva? 
ramum genitum a fpiralis arcu AMS efle ANT j ab 
altero vero fpiralis arcu SMO efle ANQj a tertio 
OMR effe ANV j a quarto RK efle AY } a quinto 
denique KZ effe AW, & fic in infinitum afiympto- 
ticos omneS} ex quo propterea vides integram 
curvam, quas noftrae formulas conftrudtionem fuppe- 
ditat in hac videlicet peculiari tracloria abdita ramis 
numero infinitis gaudere, ac eorum quemlibet votis 
fatisfacere re&e poffe. 

Sed quia ad obtinendam didtae formulae conftruc- 
tionem opus maxime eft ut abfciflae* fint in axe, earum 
vero ordinatae y fint omnes inter fe parallelae (noftras 
autem y hic funt ad focum) ac propterea oportet ut 
eaedem y datae fint per x, vel poftea feparari indeter- 
minatae poflint, vel non, nunc ergo ut hifce conditi- 

onibus 
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onibus compleam, fatismihi erit invenire aequationem 
fpiralis Archimedea? relatas ad axem, quod fic 
afiequor, 

FlGURA QUARTA. 

Sit fpiralis Archimedea AmM, ejus axis FAF, ab- 
fciflk AP = ar, ordinata PM ad angulum re&um 
=^, eique infinite proxima pm. Dudta mo parallela 
ad axem, erit, mo=sdx, oM=dy. Sit propterea AM 
radius fpiralis = /, cum quo hm faciat angulum 
infinitefimum MAm, & centro A, radio AM, 
defcripto circuli arcu mr, erit Mr=dt. Voca arcum 
mr=ds, & eodem centto A, radio quovis conftanti 
= a, defcribe circulum Fc b, & voca ejus arcum 
infinkefimum cb=du. 

Ex hac praeparatione erit primo AM*=AP l +, 

PM\ feu ** = #*+/, & /=svV+/j unde dt= 

tcdx +ydy x % x 

./ » . ; . Praeterea habebis Mr 4-rm = Mm feu 

v x T y 

df , -\-ds t =dx*-\-dy\ Sed ex fimilitudine Se&orum 
Acb, Amr, eft Ac : cb : : Am :mr; feu a : dt : : / : ds. 
& ex aequatione fpiralis Archimedeae ad focum habes 

cb==Mr, feudu—dt', unde erit <&=: — . Ergo facTas 
opportune fubftitutionibus in altera fuperiori aequatione, 

obtinebis df-\ — f—dx^-^df, feu tandem 

«•+•+/ X ' x ^f z=SyC3*+&. vel potius 
Vol. LVII. * B b b **+ 
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unde completo quadrato, & factaradicis extradirione,erlt 

Ecce itaque fpiralis Arehimedeas aequationemrelatas 
ad axem, ut optabamus, in qua y datur per #. 
* Quamquam vero in hujufmodi aaquatione, indeter- 
nat» feparari nullo artificio poilint, vides tamen 
praefidiis pure mechanicis ad conftructionem nos fell- 
citer pervenifie, quod, attento illius fummatoriae ad- 
fpe&u, quam initio obtinuimus, cum curvam noftrara 
ad axem referre pjacuit, impofllbile videbatur. 

Scio ego quidem eonftruiSionem hancce» quae a 
fola circuli quadratura dependet, non penitus exhaurire 
fupradictam Riccatianam formulam, quippe quas 
eonftrui etiam poteft, quacumque alia propofita 
tra&oria, cujus bafis fit dicla fpiralis Arcnimedea, 
ejufque tangens recTa quaevis linea conftans -, && inter 
infinitas hafce conftructiones noftra quidem maximum 
locum habet, ut quae cseteris fitnplicior, nec minus 
vera. 

Porro antequam finem facio, unum addam. Lau- 
datus Mathematicus in capite fecundo fui commentarii 
oftendit, quod ubi in conftrudtione fuae formulae 
tra&oriam circuli adhibeat, tunc in infinitas occurrit 
tranfcendentes curvas, quae fimul exhaurire valent 

* Ad hunc modum indeterminata» fepa rari poff unt ; fubiritua- 
turpro* = -xf-p==-=, &prov=, ■ ,. - -X/ , =» 

& fit.E.W. 

propofitam 
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propofitam formulam. Sed (quod ei merito quidem 
in pretio eft) m infinita harum curvarum familia 
unam infuper latentem detegit algebraicam quartl 
gradus, quae commode ejufdem formulae conftruc- 
tionem fuppeditat, redeque perficit. Nos in re 
fbrtafle difikiliori non diflimile exemplum hic 
attulimus. Vidimus enim problema noftrum, quod 
per tra&oriam fpiralis Archimedeae generatim con- 
ftruitur, expofcere & ipfum ad fui conftru&ionem 
curvas numero infinitas, fed quod moleftius videtur, 
magifque operofum, hujufmodi efle hafce curvas, ut 
nifi hypermechanico labore poffimus aiTequi. Verun- 
tamen in infinito harum agmine facile & nobis fuit 
oftendere unam praeterea curvam abfcondi, quam 
illico afiequaris dependenter a fola quadratura circuli, 
ideoque attenta rei diificultate, multo fimpliciori 
modo, quam initio fperare licuiflet. Noverim certe 
curvam hanc noftram non plene exhaurire datam fbr- 
mulam, fed infici nequit, ejufdem exhibere nullo fere 
negotio re&iffimam, maximeque fimplicem con- 
ftrudtionem, quod fatis eft, aliifque planiorem vkm 
oftendere, qua facilius enodare poffint hujufce generis 
quaeftiones inextricabiies primo intuitu, nec vero 
labore vacuas. Hoc itaque inventum credtdimus 
non contemnendum fore, praefertim cum aliae me- 
thodi ufque adeo notae, quovis verfatae ftudio, 
minime quantum nobis conftat, ad id commodum 
perducere valeant. 

Romse prid. Non. Aprilij, ^. _, 

i 7 66. Pius Fantonus, 

Philofophus & Mathematicus Bononienfis. 
B b b 2 XXXV. A 



